
Grado en Matemáticas – Examen de Análisis Funcional

1. Dada una sucesión acotada,y∈ℓ∞, se define un operador linealT : ℓp → ℓp, donde1 6 p 6 ∞,
por

[Tx](n) = y(n)x(n) (x∈ℓp, n∈N)

a) Estudia la continuidad deT y calcula su norma. ¿Hay algún valor dep para el que pueda
asegurarse queT alcanza su norma?

b) Prueba queT es un isomorfismo topológico si, y sólo si, existe un númeror > 0 tal que
|y(n)| > r para todon∈N.

2. SeaA = {e2n−1 + e2n : n∈N} ⊂ ℓ2.

a) Describe los espaciosM = A⊥ y M⊥.

b) Calcula las proyecciones ortogonales sobreM y M⊥.

3. Seau ∈K
N una sucesión tal que para todox ∈ ℓ1 se verifica que la sucesión{x(n)u(n)} está

acotada. Prueba queu está acotada.

4. Prueba que siX es un espacio normado reflexivo yx∗ ∈ X∗, entonces existex ∈ SX tal que
x∗(x) = ‖x∗‖.

5. Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, indicando el resultado de teoría que lo
justifica, o proporcionando una prueba o un contraejemplo.

a) ¿Puede definirse alguna norma completa en el espacio vectorial de las funciones polinómicas?

b) SeaX un espacio de Banach yT ∈L(X). Supongamos que para cadax∈X existen∈N tal
quex∈ker(T n). Entonces existe algúnm∈N tal queTm = 0.

c) Para cadan∈N seaTn : c0 → c0 definido porTn(x) = x(n)en. EntoncesTn ∈L(c0, c0) y
{Tn} converge puntualmente a cero pero no converge a cero enL(c0, c0).

6. Responde a uno de los siguientes temas.

a) Espacios normados de dimensión finita. Teorema de Hausdorff (unicidad de la topología de la
norma). Consecuencias. Teorema de Riesz (compacidad local).

b) Espacios de Hilbert. Aproximación óptima a un convexo. Ortogonalidad. Teorema de la pro-
yección ortogonal. Teorema de Riesz-Frechet.

c) Teoremas de la aplicación abierta y de la gráfica cerrada.
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